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В машиностроении часто используют функ­
циональные элементы деталей формы тел вра­
щения, среди которых широко представлены 
номинально торовые поверхности (поверхности 
различных шарикоподшипников). Контроль 
геометрических параметров таких элементов -  
сложная и трудоемкая измерительная задача, 
поскольку они, как правило, имеют малую про­
тяженность и к ним предъявляются высокие 
точностные требования. Контроль торовой по­
верхности трудно поддается автоматизации, 
так как для получения достоверных результатов 
в общем случае необходимо измерение боль­
шого количества контрольных точек, характер­
ным образом расположенных на реальной по­
верхности. Препятствием на пути решения 
данной задачи является также тот факт, что ка­
ноническое уравнение тора имеет вид, неудоб­
ный для использования в численных методах, и 
не позволяет на его основании строить урав­
нения других поверхностей, учитывающих 
большее количество контролируемых пара­
метров.
Очевидна необходимость совершенствова­
ния методов и средств контроля геометриче­
ских параметров торовых поверхностей. По­
скольку представление о форме реальной по­
верхности можно получить только на ос­
новании результатов ее измерения, на практике 
имеют дело не с реальными, а с измеренными 
поверхностями. Измеренной поверхностью на­
зывается поверхность, воспроизведенная в ре­
зультате измерения реальной поверхности. Та­
ким образом, измеренная поверхность пред­
ставляет собой модель реальной поверхности 
детали. Основной информацией для построения
поверхности служат набор контрольных точек 
и точность, с которой эти точки получены.
Для каждой реальной поверхности всегда 
можно выделить низкочастотную и высокочас­
тотные составляющие отклонения точек, харак­
теризующие ее макрогеометрию (погрешность 
формы), причем высокочастотные отклонения 
точек пренебрежимо малы по сравнению с до­
минирующей низкочастотной составляющей 
(рис. 1).
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Рис. 1. Виды отклонений точек реальной поверхности, оп­
ределяющих ее макрогеометрию (погрешность формы): R -  
размах высокочастотных отклонений точек; А -  амплитуда 
низкочастотных отклонений
Речь идет о некоторых предельных со­
отношениях между амплитудами высших и 
низших гармоник отклонения точек, форми­
рующих реальную поверхность, при которых 
влиянием высших гармоник на суммарную по­
грешность измерения низкочастотного откло­
нения, принимаемого за погрешность формы, 
можно пренебречь. Для обоснования числовых 
значений таких предельных соотношений не­
обходимо проведение экспериментальных ис­
следований, имеющих соответствующую на­
правленность.
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Сформулированные выше условия позво­
ляют при оценке отклонений формы выделен­
ного класса объектов вместо реальных поверх­
ностей использовать аналитические модели ап­
проксимирующих поверхностей. Такие поверх­
ности должны характеризовать низкочастотные 
отклонения точек реальных поверхностей и 
удовлетворять при этом следующим требова­
ниям.
Во-первых, аппроксимирующие поверхно­
сти, выступающие в роли моделей реальных 
поверхностей деталей, должны сглаживать за­
меняемые реальные поверхности наилучшим 
образом, т. е. обеспечивать пренебрежимо ма­
лое несоответствие модели реальному объекту 
измерения.
Во-вторых, используемые аппроксимирую­
щие поверхности должны достаточно просто 
описываться аналитически (в случае с торовой 
поверхностью этого можно достичь за счет ис­
пользования параметрического уравнения вме­
сто канонического уравнения тора).
В-третьих, аналитические модели аппрок­
симирующих поверхностей должны строиться 
по минимальному количеству контролируемых 
точек, а также при увеличении количества кон­
трольных давать более точный результат.
Исходя из представленных выше требова­
ний, а также предпосылок разработки методов 
измерения, в целом контроля геометрических 
параметров торовой поверхности для аппрок­
симации реальных поверхностей деталей будем 
использовать различные гладкие теоретические 
поверхности второго порядка:
1. Тор:
х -  (а + Z?cos(w))cos(v);
< у  = {а + 6cos(w))sin(v); (1)
z = bsin(u),
где а -  радиус направляющей окружности; Ъ -  
то же формообразующей окружности; и, v -  
параметрические переменные.
Эту модель поверхности можно использо­
вать для быстрых оценок отклонения радиусов. 
На практике обычно реальные поверхности 
имеют более сложную форму.
2. Тор, произвольным образом размещен­
ный в пространстве:
х' = (а + bcos(u))cos(v);
4 У = (а + bcos(w))sin(v); 
z =bsin(u);
(2)
х = АХ  + x'coscp -  У cosGsincp + z'sinGsincp;
< y = AY + x'sincp + У cosGccoscp -  z'sinGccoscp; 
z - A Z  + ysinG + z'cosG,
где a -  радиус направляющей окружности; b -  
то же формообразующей окружности; и, v -  
параметрические переменные; АХ, AY, AZ -  
смещения центра поверхности от начала коор­
динат; ср, 0 -  углы поворота поверхности в го­
ризонтальной и вертикальной плоскостях соот­
ветственно.
3. Эллиптический тор (эллипс в качестве 
формообразующей и направляющей линии), 
произвольным образом размещенный в про­
странстве (рис. 2):
х' = (с + acos(w))cos(v);
< У -  (d + acos(w))sin(v);
z' = bsin(u);
(3)
х - А Х  + %'cos(p-ycosG sin(p + z'sinGsincp;
< у  = AT + x'sincp + у 'cos0ccoscp -  z'sinGccoscp; 
z - A Z  + у ' sin 0 + z'cosG,
Puc. 2. Поверхность, описанная уравнениями (3)
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где с, d -  полуоси направляющего эллипса; 
а, b -  то же формообразующего эллипса; и, v -  
параметрические переменные; АХ, A Y, A Z -  
смещения центра поверхности от начала коор­
динат; ср, 0 -  углы поворота поверхности в го­
ризонтальной и вертикальной плоскостях соот­
ветственно.
Следующий этап -  разработка методов и ал­
горитмов для построения по контрольным точ­
кам аппроксимирующей поверхности, описан­
ной параметрическим уравнением. Для этого 
необходимо подобрать геометрические пара­
метры поверхности таким образом, чтобы 
среднеквадратическое отклонение контрольных 
точек от построенной поверхности стремилось 
к нулю. Составим систему уравнений, решив 
которую, можно получить параметры интере­
сующей реальной поверхности:
• поскольку сумма правых частей, возве­
денных в квадрат, есть суммарное отклонение 
контрольных точек от искомой поверхности, 
данный подход даст возможность строить ап­
проксимирующую поверхность даже в тех слу­
чаях, когда решения системы не существует. 
В случае же, когда количество контрольных 
точек больше необходимого минимума, полу­
чим более точный результат за счет сглажива­
ния высокочастотных отклонений измеряемой 
поверхности.
Для перехода к задаче оптимизации соста­
вим целевую функцию
е о » = £
( F x ( P u P 2 ’- > P N > Ui ’ Vi ) - X i ) 2 + 
+ (Ру(РиРг>->Рц, ui>vi )~Yi)2 +
" I  + (Fz(PuP2’--’PN’Ui’Vi)~ Zt)2
■ (5)
Fx(P\’P2’ - , P n , uu v]) - X ] = 0;
Ру(Рі>Рг> ->Pn >up v ,) -y , =0;
F№i>Pi> ■■■’ Pn >u\’v\) ~ Z] =0;
.................................................... (4)
Fx(Pi>P2 > •••>Pn > uM,vM) - X M =0; 
Fy(Pi,P2’ - ,P n >uM’vm ) ~ ym =0;
Fz(Pi > P2 > •••> Pn > um ’ vm ) ~ ZM = 0,
где Xh Yh Zi -  координаты /-й точки; щ, v,- -  
параметрические переменные в г-й точке; 
Р\, р2, ..., рм -  геометрические параметры по­
верхности; N  -  количество искомых геометри­
ческих параметров; М — количество точек.
Как видно, для того чтобы система имела 
единственное решение, должно выполняться 
условие M>N.
Учитывая большое количество неизвестных 
и использование достаточно сложных уравне­
ний, целесообразно свести задачу нахождения 
решения системы уравнений к решению задачи 
оптимизации. Данный подход имеет ряд пре­
имуществ:
• меньшие вычислительные затраты для ре­
шения задачи оптимизации по сравнению с ре­
шением системы нелинейных уравнений;
• универсальность, что позволит использо­
вать данный метод для нахождения геометри­
ческих параметров не только торовых, но и 
других поверхностей вращения, например ци­
линдра, конуса, шара;
Таким образом, решение системы (4) сво­
дится к нахождению оптимального вектора р * 
из условия
Q(p*) = mmQ(p)  (6)
с заданной точностью.
Для решения задачи оптимизации (6) может 
быть использован метод наискорейшего спуска. 
Изложим суть метода наискорейшего спуска 
задачи минимизации. Градиентом скалярной 
функции Дх) в точке х[0] = {xi[0], ..., х„[0]} яв­
ляется вектор
№[0])J M ... « в .  (7)
I а*, дхп j
Этот вектор перпендикулярен к плоскости, 
проведенной через точку х[0], и касательной к 
поверхности уровня (поверхности постоянного 
значения функции Дх)), проходящей через точ- 
ку х[0]. Вектор-градиент направлен в сторону 
возрастания функции. Вектор, противополож­
ный градиенту f f(x[0]) , называется антигради­
ентом и направлен в сторону наибольшего 
убывания функции Дх) (рис. 3). В точке мини­
мума градиент функции равен нулю. Выбирая в 
качестве направления спуска антиградиент 
функции Дх) в точке х[к], получаем итерацион­
ный процесс следующего вида:
Ąk + \] = xi[ k ] -a kf{Ąk]) ,  а к >0, к = 1,2,... . (8)
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Рис. 3. Линии равного уровня и направление градиента 
функции fix)
Все итерационные процессы, в которых на­
правление движения на каждом шаге совпадает 
с антиградиентом функции, называются гради­
ентными методами. Они отличаются друг от 
друга способами выбора шага ак.
Более надежными и экономичными в смыс­
ле количества итераций являются градиентные 
методы с переменным шагом, среди которых 
часто применяется метод наискорейшего спус­
ка. Здесь на каждой итерации величина шага а* 
выбирается из условия минимума функции Дх) 
в направлении движения, т. е.
/ (Ąk] -  a kf'{Ąk])) = min f(Ąk]  -  af'(Ąk])). (9)
a>0
Таким образом, в данном варианте гради­
ентного спуска на каждой итерации необходи­
мо решать задачу одномерной минимизации 
(9). Так, на каждой итерации определяется оп­
тимальный шаг ак и осуществляется спуск в 
направлении антиградиента на величину шага, 
определенного из условия (9).
В результате мы получим универсальный 
метод расчета геометрических параметров то­
роидальных элементов деталей различной про­
тяженности, предназначенный для контроля 
радиусов, координат центров, отклонений от 
формы, углов наклона элементов к плоскости 
детали (к плоскостям системы координат, в ко­
торой производится снятие контрольных то­
чек). Этот метод позволяет производить расчет
геометрических параметров тороидальных эле­
ментов деталей по 5, 7, 9 контрольным точкам. 
При получении большего количества кон­
трольных точек метод позволяет рассчитать 
геометрические параметры поверхности с 
большей точностью за счет сглаживания высо­
кочастотных отклонений точек.
Следует отметить универсальность данного 
подхода к расчету геометрических параметров 
поверхности. Подставляя в (4) параметрические 
уравнения других поверхностей второго поряд­
ка, таких как сфера, цилиндр, конус, можно по­
лучить методы контроля геометрических пара­
метров этих поверхностей.
На основании данного метода нами разра­
ботано программное обеспечение (рис. 4) кон­
троля геометрических параметров тороидаль­
ных элементов деталей различной протяженно­
сти, предназначенное для контроля радиусов, 
координат центров, отклонений от формы, уг­
лов наклона элементов к плоскости детали 
(к плоскостям системы координат, в которой 
производится снятие контрольных точек). Пре­
дусмотрена возможность использования раз­
личного количества контрольных точек, в зави­
симости от количества контролируемых пара­
метров. Большее количество контрольных 
точек позволяет получить более точный ре­
зультат за счет сглаживания высокочастотных 
отклонений точек.
Программное обеспечение позволяет про­
сматривать трехмерное изображение рассчи­
танной поверхности, место расположения кон­
трольных точек, печатать данную информацию 
на принтере. Добавлены функции расчета по­
грешности по известным теоретическим пара­
метрам тороидальных элементов, расчета от­
клонений параметров контролируемых элемен­
тов, сохранения отчетов анализа в виде тексто­
вого файла и его печать.
Программное обеспечение реализовано по 
модульному принципу, что позволяет легко 
наращивать функциональность для расширения 
количества контролируемых параметров. Пре­
дусмотрена возможность в дальнейшем доба­
вить модули по расчету геометрических пара­
метров других поверхностей формы тел враще­
ния, таких как сфера, цилиндр, конус.
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Дополнительно нами разработано специ­
альное программное обеспечение, генерирую­
щее по заданным геометрическим параметрам 
поверхности файл с контрольными точками, 
который затем может быть использован для 
оценки погрешности расчета геометрических 
параметров контролируемой поверхности. Дан­
ное программное обеспечение использовалось 
для проведения вычислительного эксперимен­
та, цель которого -  подтверждение возможно­
сти использования разработанных методов и 
оценка их погрешностей.
Погрешность каждого метода возникает из- 
за идеализации измеряемого объекта при изме­
рении, т. е. источником методической погреш­
ности является отличие принятой за основу мо­
дели реального объекта измерения от самого 
объекта (реальной поверхности). Степень воз­
действия данного источника методической по­
грешности зависит от ряда факторов, основные 
из которых:
• размах высокочастотных отклонений то­
чек реальной поверхности;
• расстояние между контрольными точками;
• вид аппроксимирующей поверхности.
Очевидно, что для достижения поставлен­
ной цели достаточно решить две задачи:
• задавшись приемлемым значением допус­
тимой погрешности метода, определить диапа­
зоны допустимого изменения выделенных 
влияющих факторов;
• подтвердить работоспособность разрабо­
танных методов для контроля отклонения фор­
мы торовых поверхностей, т. е. доказать, что 
методические погрешности не превышают до­
пустимого значения в случае, когда выделен­
ные влияющие факторы находятся в области 
таких значений.
В ходе проведения вычислительного экспе­
римента получены следующие результаты:
1. Точки должны лежать хотя бы в двух раз­
личных плоскостях, желательно поровну в каж­
дой из них, но не менее трех в любой плоскости.
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2. Расстояние между точками должно быть 
не менее 10 мкм.
3. Методическая погрешность по абсолют­
ному значению отклонения параметров реаль­
ной поверхности от рассчитанных параметров 
моделируемой поверхности не превышает 
0,М<Г6м.
В Ы В О Д Ы
Разработанный метод обладает следующи­
ми преимуществами:
• высокой точностью -  методическая по­
грешность по абсолютному значению не пре­
вышает 0,110~6м;
• возможностью измерения расположенной 
произвольным образом поверхности, что по­
зволяет, в частности, решать задачу определе­
ния соосности;
• возможностью определения отклонений 
формы.
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Эффективное внедрение и эксплуатация ро­
ботизированных технологических комплексов 
(РТК) сборки и сварки тесно связаны с созда­
нием систем компьютерного проектирования и 
аналитического программирования РТК. Одной 
из наиболее трудоемких задач является генера­
ция последовательности программных движе­
ний робота-манипулятора и синтеза траекто­
рии, свободной от столкновения с препятст­
виями [1]. В работе предлагается решение этой 
задачи на основе концепции конфигурационно­
го пространства с учетом специфики сбор- 
ки/сварки.
Анализ существующих работ показывает, 
что в настоящее время для решения рассматри­
ваемой задачи используются три основных 
класса методов на основе: динамического про­
граммирования; гармонических функций; ис­
кусственных нейронных сетей. Так, первый 
подход развивается [2, 3]. Исследования пока­
зали, что в случае плоских карт конфигу­
рационного пространства невысокой диск­
ретности эффективным является применение 
А*-алгоритма. В [4, 5] для решения задачи син­
теза траектории робота предложено использо­
вать гармонические функции. В качестве ана­
логовой модели гармонической функции ис­
пользована резистивная сетка, состояние 
которой приближает решение уравнения Лап­
ласа при граничных условиях первого рода. 
Третий подход развивается в [6], где предложе­
на модификация сети Хопфильда, предназна­
ченная для решения задачи синтеза оптималь­
ной последовательности движений мобильного 
робота, а также для плоского «stick-like» 
манипулятора с двумя степенями свободы. 
G. Bugmann и К. Althoefer предложили не­
сколько иной подход, основанный на NRG 
(Neuro Resistive Grid) сети [7, 8], позволяю­
щий реализовать синтез последовательности 
движений в плоском конфигурационном про­
странстве манипулятора МА2000. Здесь ис­
пользуется алгоритм расчета состояния сети, 
реализующего грубое приближение гармони­
ческой функции (так называемый To&Fro 
алгоритм).
Как показал проведенный анализ, сущест­
вующие алгоритмы синтеза программных дви-
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